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1. Wstep do réwnan liniowych
_

Umiejetnosc rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych jest niezbedna przy
rozwigzywaniu problemow analizy konstrukcji. Reczne wykonanie obliczen bytoby
bardzo pracochtonne. Duzym utatwieniem jest zastosowanie metod
numerycznych, ktdre umozliwiajg automatyzacje obliczen i przeprowadzenie ich
przy pomocy programow komputerowych, w naszym przypadku programu
MATLAB.

W dzisiejszej prezentacji bedziemy rozpatrywac uktad rownan liniowych
zawierajacy n niewiadomych x, w postaci:

(A11X1 T Q19X + =+ A1 Xy, = Pq
Ap1Xq1 T AppXp + == T A Xy = Do

\dp1X1 T QuaXp + "+ AupXy = Pn



c.d. wstep do rownan liniowych
_

Uktad zapisujemy w formie:

(11 A1 o Qin ] (X1 (P1)
(pq1 Upp . dop | ) X2 Pz}

TR man 4 TN 4 TN
[An1 An2 - Al \ X4 ) \Pn /

przyjmujemy oznaczenia:

T

A — macierz wspotczynnikéw ukladu a,,
X — sktadowe wektora niewiadomych x,

P — wektor wyrazéw wolnych

Celem obliczen jest wyznaczenie wektora niewiadomych X
AX=P->X

W dalszej czesci prezentacji opisanych jest pie¢ metod numerycznych rozwigzania uktadu
rownan liniowych wraz z przyktadami w programie MATLAB.



2. Metody eliminacyijne
—

0 2.1. Metoda eliminacji Gaussa

Rozwiqzanie metodq eliminacji Gaussa dzielimy na dwa etapy.

Etap pierwszy polega na przeksztatceniu petnej macierzy wspoétczynnikéw A do
macierzy tréjkqginej (tzw. eliminacja/krok w przéd).

Elementy przeksztatcamy zgodnie z zaleznosciq:

(k—1)

() _ (k=1) _ @y > [ (k=1)
Gij = 4 20D (aki )

gdzie:

k=1,2,...n-1 — biezqgcy krok eliminowanego uktadu
i=k+1,i=k+2,n,j=k+1,k+2, ..., nt1 —indeksy numeru wiersza i kolumny
a; — wspdtczynniki rozszerzonej macierzy uktadu A

A :[Mp

nx(n—1) nxn nxl



c.d. 2. Metody eliminacyjne

Drugi etap rozwiqgzania polega na znalezieniv wartosci niewiadomych x;. W tym
celu postugujemy sie przeksztatconqg macierzq wspdtczynnikow

_ 1 n (i-1)
X; = F(ai,nﬂ — Ljci+1 4y xj)
LL
gdzie:

i=n,n-1,..., 1

Uwagi:

(k—1) _
kk

przestawic wiersze, tak aby na gtéwnej przekatnej

- Jezeli dla det A # 0 pewien dzielnik a 0 nalezy

eliminowanego rownania wystepowat element rozny od zera

(k—1)
Apere

-Jezelidet A =0, to zamiana wierszy nie usunie dzielenia

+ 0.

prZeZ Zero.



c.d. 2. Metody eliminacyjne
—

- W efekcie eliminacji wyrazy na gtownej przekatnej macierzy
wspotczynnikow A zawsze przyjmujg wartosc jedynki. W ich
miejsce mozna zapamietac dzielniki d;, = aii_l}, ktore moga

postuzycdo obliczenia wyznacznika macierzy A

1 — parzysta liczba przestawien wierszy
E= (lub brak przestawien)
—1 — nieparzysta liczba przestawien wierszy

- Jezelimacierz wspotczynnikow jest dodatnio okreslona

/\XTAX =0

XevV
X+0



c.d. 2. Metody eliminacyjne
N

to wszystkie dzielnikid,>0i otrzumujemy algorytm bez
przestawien wierszy
- Liczba operacji arytmetycznych niezbednych do
rozwigzania uktadu n rownan metoda elminacji Gaussa

jest rzedu n’



c.d. 2. Metody eliminacyjne

.
0 2.2. Metoda Jordana

W tej metodzie przeksztatcamy macierz wspodtczynnikdw poszerzonq o wektor
prawych stron tak, aby juz na etapie eliminacji przeksztatci¢ jg w macierz

jednostkowdq,.
1 pj

a1 Q2 . A1y D1
_>

n1 An2 . Aun DPn

AX =P — PAX



c.d. 2. Metody eliminacyjne
N

Redukcje przeprowadzamy w catej j-tej kolumnie, wykorzystujgc wzory:

dlak=1,2,..,n
ﬂ{k 1)
a® — .
a; {;.: ) j=12,.,n+1
Ak

q® = gD _ D kD
I._,F I._,F Lk k_,r

j=12,...,n+1
i=12,...,n(i#k)



3. Metody dekompozycyjne

W metodzie dekompozycyjnej rozktadamy macierz wspodtczynnikéw uktadu réwnan
liniowych na dwie macierze tréjkqtne. Korzystamy z faktu, ze kazdq macierz
kwadratowqg A mozemy roztozy¢ na iloczyn dwéch macierzy tréjkgtnych L i U.

A =L=1U

TL*TL T*r  Ti*Tl

gdzie:
L — macierz tréjkgtna dolna ([,;=0 dla j<i)

U- macierz tréjqtna gérna (u;=0 dla i<j)



c.d. 3. Metody dekompozycyjne

Taki rozktad mozna przeprowadzié, kiedy wszystkie minory gtéwne macierzy sq
rézne od zera. Mozna zrobic to na n sposobdéw, obierajgc dowolnie n elementéw na

gtéwnej przekqgtnej macierzy L lub U. Od doboru elementéw zalezy sposéb
rozwiqzanie problemu.

Uktad réwnan

A X =P

n=n nx=l n=1

W metodach dekompozycyjnych rozwiqgzujemy postugujgc sie podstawieniem

L U X=P

nEn = nxl n=l



c.d. 3. Metody dekompozycyjne

Oznaczajgc U X = Z  wyjsciowy uktad zastepujemy przez dwa uktady o

n*n n=+l n*l
tréjkgtnych macierzach wspétczynnikéw .

L Z =P

n*xn n=l =l

U X =74
n*=n n=l n=1l
Tak wiec w metodach dekompozycyinych rozwigzanie otrzymujemy w dwéch krokach

1) Krok w przéd (dekompozycja, faktoryzacja, triangularyzacja)
A=L*xU — LU

2) Podwdijny krok wstecz (rekursja)
LxZ=P -7
UxX=272 —-X

Krok wsteczny w odréznieniu od metod eliminacyjnych , wykonujemy dwukrotnie.



c.d. 3. Metody dekompozycyjne

]
0 3.1. Metoda Gaussa-Doolittle’a

Metoda polega na dekompozycji macierzy A na dolng macierz tréjkgtng L
posiadajqcq jedynki na gtownej przekqgtnej i gérnqg tréjkgtng macierz U.

Elementy macierzy U i L wyznacza sie z zaleznosci

dlak =1,2,.. ,n
k-1

ij:ﬂkj—zimurj j=kk+1,..,n
r=1

E—1
i — E*r’:l Liy Uy ]
L = i=k+1,..,n
U




c.d. 3. Metody dekompozycyjne
N

W przypadku, gdy u,, =0 stosuje sie przestawienie wierszy.

Rekursja wykonana jest zgodnie z wzorami

k-1

X = | 2 — § Up—k+1n—j+1 * Xn—j+1 /uﬂ—k+1,ﬂ—k+l k=12,..,n

j=1



c.d. 3. Metody dekompozycyjne
]
0 3.2. Metoda Gaussa-Crouta

W tej metodzie dokonujemy dekompozycji macierzy A na dolnq tréjkgtng macierz L
i gérnq tréjkgtng macierz U posiadajgcq jedynki na gtéwnej przekqgtnej

......... 001 1 ...

[ ......... ‘: L 0l*|l01 ..
.................. 0 01
A L nn

Elementy macierzy U i L wyznacza sie z zaleznosci

dlak=12,..,n
k-1

Uy zaik—ZIh,u.,,k j=kk+1,..,n
r=1

k-1
Qj — Dir=1 Lir Uy

lkk

lie =

i=k+1,..,n



c.d. 3. Metody dekompozycyjne
N

W przypadku kiedy [, =0 stosuje sie przestawienie wierszy.

Rekursje wykonujemy wedtug wzoréw

k-1
Zy — yk—zlkj*zj /Ek’k k: 1,2, e S 1L
=1

k-1
e = | 2k — E Up k+1n—j+1 * Xn—je1 /un—k+1m—k+1 k=12,..,n
j=1



c.d. 3. Metody dekompozycyjne
—

0 3.3. Metoda Choleskiego (Banachiewicza)

Metoda moze by¢ stosowana, gdy macierz wspotczynnikdw jest symetryczna i
dodatnio okreslona. Macierz rozktadamy na dwie jednakowe macierze tréjkgtne

A = §*§T

Poszczegdlne sktadowe elementy macierzy S wyznaczamy z zaleznosci

1
k—1 /2

_ E 2
Sk — | Ak — Skr

r=1




4. Przyktady rozwigzan
1
0 Metody eliminacyjne:

4.1. metoda Gaussa (podejscie analityczne):

Przeksztatcenie petnej macierzy wspotczynnikow A do macierzy trojkatne;.
Etap ten nazywany jest eliminacja lub ,krokiem w przéd”.

(k—1)
(k) _  (k—1) a, (k—1)
{Ii}- = ﬂij — E—EEF ({ij ) {ll}

gdzie:
k=1,2,...,n
i=k+1,k+2,n

j=k+1,k+2,...,n+1



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

Weimy ukiad réwnan:

511 + 312 + 513 = 30
211 + 312 + 313 =17
13.':1 + 212 + 213 =11

A-X=P
A — macierz wspofczynnikow

X — wektor niewiadomych

P —wektor wyrazow wolnych

6 3 6](*1 30
2 3 sfel-lir
1 2 21\X3 11




cd. 4. Przyktady rozwigzan

Tworzymy macierz rozszerzong uktadu A™

6 3 6 30
’2 3 3 1?] - pierwszy wiersz dzielimy przez a;; = 6
1 2 2 11
k=0
1 05 1 5
\2 3 3 1?] - wiersz drugi i trzeci przeksztalcamy wg. wzoru (1.1)
1 2 2 11
k=1

1 0.5 1 5
\aﬁd 2 Q33 ﬁzq.]

391 dz> dzz dzy



cd. 4. Przyktady rozwigzan

W _ @ %1 [ (0 2
a;{ = a5y ) (a11)=2—1-1=0
©
@ _ © %1 [ (0 2
afy = af) -2 (a12)=3 ~1:05=2
11
(0)
W _ 4@ _%1 (0 2
A3 =3 ~ (a13)=3—1-1=1
©
@ _ _© _%1 ( (0 2
a;; = s, — (au) =17——-5=17
“ 1
11
0)
®_ _©_%i (_© 1
31 =431 ~— (g (an):l_]'l:(}
©
@ _ @ %31 [ (0 L
(132 =(132 _ﬁ (a12)=2—1-(}.5= 15
11
(0)
@ _ © %1 [ (0 1
Q33 =33 ~ () (a13)=2—1-1=1
11
(0)
@ _ © %1 [ (0 1
Q34 =034 ~ (g ( 14)=11_I'5=6



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

2 17
15 1 6

- teraz drugi wiersz dzielimy przez a4, = 2

05 1 5]

==

- wiersz trzeci przeksztatcamy wg. wzoru (1.1)

1 05 1 5
0 1 05 35
0 15 1 &6

k=2

1 05 1 5
[ 0 1 05 3.5]

3y 3z 3z Q34



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

ll.’-'
L2 _ (D _ Ay (Y _g_ —0
E|-1 _ E|-1 I:l} ( _)
ci}
0@ = o0 _ Q3z ( (1Y _ 15
al’ = 5 (a57)=15-="-1=0
ci}
23 _ (D _ Ay (1)
aty = aly ——3% (al; .0.5 = 0.25
Qo
(1)
il
al? = oV i( Y)=6-—""35=0.75



cd. 4. Przyktady rozwigzan

0 1 05 35
0 0 025 0.75

- teraz trzeci wiersz dzielimy przez azg = 0.25

(1 05 1 5 ]

1 05 1 &5
0 1 05 35
0 0 1 3

(1 05 1](* 5
0 1 05|y%z;=435
0 0 11 3



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

2. W drugim etapie rozwigzania znajdujemy wartosci niewiadomych x; postugujac sie
przeksztatcong trojkatng macierza wspotczynnikow

1 ':E'_l}
m:E-_ﬂ(“mﬂ—E?:Hl“u 'If} (1-2)
LL

gdzie:
i=n,n-1,...,1
1@ @ 1
xa—ﬁ(ﬂy —agy-0)=7(3-3-0) =3
33
1 4 ¢ L 1
I3=ﬁ(ﬂg4}—ﬂia}-xa ==(7-1-3)=2
Qa2 2
1 r@_ 1
xgﬁ(a“ —aj %) =-(30-(3-2+6-3)) =1
11



cd. 4. Przyktady rozwigzan
1

Rozwigzanie uktadu réwnan:

:fj_—-l
Xa=
3=23

Podejicie analityczne do rozwiqgzania tego uktadu réwnan juz na
etapie 3 zmiennych wydaije sie byé zmudne...

Nietrudno wyobrazié sobie co by byto, gdybysmy musieli rozwigzaé
uktad réwnan z 10 niewiadomymi.

Dlatego w dalszych rozwazaniach zobaczymy w jaki sposéb mozna
zautomatyzowaé obliczenia za pomocq programu MATLAB.



cd. 4. Przyktady rozwigzan

0 4.1. metoda Gaussa (algorytm rozwigzania):

o>

* Metoda Gaussa

clear; clo: format compact

% Wosytanie danych

A=[6 3 6y 2 3 3; 1 2 2]:

F=[30 17 11]:

2 Weryfikacia danvych

[In, 1] =s1i=2e (i) ;

[i1,1]==i=e(P):

while w1 ~= n | n~= 1| 1 ~= 1;
error ('EBledny rozmiar =zadania')

et

Definiowanie macierzy
wspotczynnikéw A i wektora
wyrazéw wolnych P

Weryfikacja poprawnosci
rozmiaréw macierzy A i
wektora P



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

% Rozwiazanie
Liz,1l4n)=PF:
for i=1:n
e=L{i,i): przekqgtnej nie przyjmujq
while ¢ == 0.0 wartosci ujemnych
error('Dzielenie prezesz =zZerao posvojar')

Sprawdzenie, czy wartosci

macierzy na gtéwnej

i
end
Aii,i)=c-1.0;
for k=i+l:n+l
d=4(i,k)/o:
for j=1:n
A(J,k)=4L(],k)-d*A(],1):
end
end
end
Z=4i:,14n)



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

0 Rozwiqzanie uktadu réwnan

o=

o

Jak widaé, uzyskany wynik jest identyczny jak dla podejscia analitycznego.

Réwnie szybko mozna uzyskaé¢ odpowiedz nawet w wypadku bardziej
ztozonych uktadéw réwnan.



cd. 4. Przyktady rozwigzan

T
0 4.2. metoda Jordana (algorytm rozwigzania):

LY BoEwiasanie
Ai:,14n)=F;

for k=1:n
c=Aik,k);
while o == 0.0
error ('Dzielenie przez =zZero pozycia:r')
k
end

for j=1l:n+1
Aik,J)=Aik,3)/c:
end
for i=1:n
c=Ah{i,k):
for j=1l:n+1
if i ~= k
Afi,J)=Aii,])-c*Aik,]):
end
end
end
end
Z=h(:, 141



cd. 4. Przyktady rozwigzan

0 4.3. metoda Gaussa-Doolittle’a:

% Roswia=zanie

for k=1l:n
Lik,ki=1.0;
for j=k:n
su=0.0;

for r=1:k-1

su=su+L [k, r) *U(E, )
end Definiowanie wartosci dolnej
Tik,31=A(k,])—3u; 7o . .
- tréjkgtnej macierzy L z
for isk+l:in jedynkami na gtéwnej
izrui'l:k_l przekqgtnej i gérnej tréjkgtnej
gu=su+L (i,r) *Uir,k); chierzy U
end
while Uik,k] == 0.0
error ('Dzielenie przesz =ero poszycia: ')
k
end

Lii,ki=(4(i,K)-2u)/U(k,K):
end
end



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

L

% Pierwszvy krok wsteczny
for k=1:n
su=0.0;
for j=1:k-1
su=su+L (K, 31 *2(]) !
ernd
Ziki=I(P(K)-=2u1/Lik,kKl:
end
% Druki krok wstecsny
for k=1:n
su=0.0;
for J=1:k-1
su=su+U(n-k+1,n-j+1) *X(n-3+1) :
end
Xin-k+1)=(Z(n-k+1)-3u) /U(n-k+1,n-k+1):



cd. 4. Przyktady rozwigzan

1
0 4.4. metoda Gaussa-Crouta:

¥ Rozwiazanie
for k=1:n
Uik, k)j=1.0;
for i=k:n
su=0.0;
for r=1:k-1

su=su+Lii,r) *Uir, k) ;
e Hom T Definiowanie wartosci dolnej
L{1,k)=A[1, k) -su macierzy tréjkqtnej L i gérnej
end
for i=k+l:n tréjkgtnej macierzy U
su=0.0; posiadajqgcej jedynki na
for r=1:k-1 , . .
I gtéwnej przekqgtnej
end
while L(k,k) == 0.0
error ('D=zielenie pr=ez =zZero pozycia: ')
k
end
Uik,il=(A(k,3)-su)/L(k, k) :
end
end
L1}



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

% Pierwszy krok wsteczZny
for k=1:n
su=0.0;
for j=1l:k-1
su=su+L ik, J1*%2(]1):
end
Zik)=(Pik)-sul/Lik,k):
end
% Drugi krok wsteczny
for k=1:n
su=0.0;
for j=l:k-1
su=su+lUin-k+1,n-j+1) *X(n-j+1) :
end
Tin-k+1)=(Ein-k+1)—-=u) /U (n-k+1,n-k+1);



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

0 4.5. metoda Choleskiego: [1viko pia macierzy
5 Rozwiszanie WSPOLCZYNNIKOW
for ::i;:.lm SYME'I:RYCZNEJ | DODATNIO
e OKRESLONEJ !
su=su+3 [k, r) *3(k,r):
erd

c=Alk,k)-su;

while o <=0.0
error (' Pierwiastek =z licshy wiemne] w posyoijics')
k

end

Sk, kl=sqrtic):

o iis Rozktad macierzy wspdtczynnikéw
or 1=k+1:n

cu=0.0; A na dwie identyczne macierze
for r=1:k-1 tréjkgtne S
su=su+3 (1,1 %3k, r):
end
Sii,ki=(A{i,kl-3ul/S(k, Kk ;
end

el



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

-

2 Pierwszzvy krok wsteczny
for k=1:n
su=0.0;
for j=1:k-1
su=su+3 (k1207 :
end
Z{k)=iP(k)-=su)/ 3k, k)
end
Z
% Druki krok wsteczny
a=al:
for k=1:n
su=0.0;
for j=1l:k-1
su=su+3 (n-k+1,n-3+1) *X (n-3+1) ;
end
Zin-k+1)1=(Z(n-k+1)-=u) /3 (n-k+1,n-k+1);
end
z=x



cd. 4. Przyktady rozwigzan
T

0 Zadanie kontrolne z Metod Obliczeniowych 2011 /12:

1. Na podstawie algorytmu podanego w skrypcie napisac¢ funkcje rozwiazujaca uklad

rownan.

. Wspélczynniki ukladu rownan zapisa¢ w zbiorze dane.m.

. Napisac program wczytujacy zbior z danymi, ktory nastepnie postugujacsie
zdefiniowana funkcjarozwiazuje uktad rownan.

. Rozwiazanie ukladu wyprowadzi¢ do okna komend z poziomu programu gléwnego.

(98]



cd. 4. Przyktady rozwigzan
1

0 Definiowanie funkcji:

function[wynik] =nazwa funkec]ji(stiennsa 1, sSimiehha =, .., Smlekha k)

Nazwa funkcji powinna by¢ taka sama jak nazwa pliku pod jakq zostanie zapisana,
nie powinna zawieraé polskich znakéw, spacji, znakéw typu )(:;- oraz nie moze
nazywac sie tak jak funkcje wbudowane w MATLABIE np. sin

0 Odwotanie sie do funkcji w programie:

[wynik] =naszwa funkcji(swienna 1, smwienha 2, .., Sienna n)



cd. 4. Przyktady rozwigzan
1

0 Plik dane.m powinien zawieraé zdefiniowanqg

macierz wspdtczynnikdw A oraz wektor wyrazéw
wolnych P, np.

A=[6 3 6; 2 3 3; 1 2 2]:
F=[30 17 11]:

0 Odwotanie do pliku dane.m w programie:

clear

clo Wystarczy wpisac¢ pomiedzy kolejne

linie programu odwotanie do nazwy
pliku z danymi. (Uwaga — program,
(1, 1] =size (&) : plik dane.m oraz funkcja powinny
[i,1]=size(P): znajdowad sie w tym samym katalogul)

dane
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